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1. Semana I

1.1. El grupo ortogonal

Ejercicio 1.1. Recordemos que el conjunto de matrices ortogonales, O(n), está
definido por:

O(n) = {M ∈Mn×n(R) |MM∗ = Id}

y que SO(n) = {M ∈ O(n) | det(M) = 1}.

1. Definamos las matrices Rα como

R(α) =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
y Ry como

Ry =

(
1 0
0 −1

)
Demuestra que R(α), Ry ∈ O(2) y que R(α) ∈ SO(2) pero Ry /∈ SO(2).

2. Demuestra que R(α+ β) = R(α)R(β) y R0 = Id.

3. Demuestra que O(2) = {R(α) | α ∈ R} ∪ {RyR(α) | α ∈ R}.

4. Demuestra que O(2) es difeomorfo a S2 × {0, 1}.

Ejercicio 1.2. Demuestra que O(n) es una variedad diferenciable y calcula su
dimensión.

Ejercicio 1.3 (*). Demuestra que SO(n) es conexo.

1.2. Construcción de variedades

Los siguientes ejercicios conciernen algunas construcciones comunes y útiles
para generar nuevas variedades a partir de variedades dadas.

Ejercicio 1.4. Sean M y N variedades diferenciables.

1. Sean f : U ⊂ Rn → Rm y g : V ⊂ Rk → Rl dos funciones diferenciables.
Demuestra que la función f × g : U × V ⊂ Rn+k → Rm+l definida por

(f × g)(x, y) = (f(x), g(y))

es diferenciable y calcula su diferencial.
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2. Sean (U,ϕU ) y (V, ϕV ) cartas de M y N , respectivamente. Demuestra que
(U × V, ϕU × ϕV ) es una carta.

3. Si AM y AN son los atlas de M y N (de tipo Cr), demuestra que

A = {(U × V, ϕU × ϕV ) | (U,ϕU ) ∈ AM y (V, ϕV ) ∈ AN}

forma un atlas de tipo Cr de M ×N .

4. Demuestra que con el atlas del inciso anterior M×N es una variedad dife-
renciable para el cual las funciones, llamadas las proyecciones canónicas,
πM , πN definidas por πM (x, y) = x y π(x, y) = y, son diferenciables.

Ejercicio 1.5. Sea M una variedad diferenciable y f : M → M un difeomor-
fismo inyectivo tal que f2 = Id.

1. Demuestra que para todo p ∈ M existen una vecindad U de p tal que
f(U) ∩ U = ∅. cartas diferenciables (U,ϕU ), (V, ϕV ).

2. Definimos una relación de equivalencia x ∼ y si x = f(y). Las clases
de equivalencia, o bien el conjunto obtenido de identificar p con f(p) es
llamado

M/f = {[p]∼ | p ∈M}
Demuestra, usando el inciso anterior, que M/f tiene una estructura dife-
renciable tal que la proyección canónica πf : M →Mf , dada por πf (p) =
[p], es diferenciable.

2. Semana II

2.1. Espacios tangentes en rn

Recordemos la definición de espacio tangente en Rn que manejamos en la
clase: Dado p ∈ Rn definimos el conjunto

TpRn := {γ|γ : (−ε, ε)→ Rn, γ(0) = p} / ∼p

donde γ1 ∼p γ2 cuando γ̇1(0) = γ̇2(0). Definimos además las operaciones si-
guientes: [γ1]+ [γ2] := [ψ] donde ψ(t) := γ1(t)+γ2(t)−p y definimos λ[γ] := [ψ]
con ψ(t) := λ(γ(t)− p) + p.

Ejercicio 2.1. 1. Demuestra que las operaciones antes mencionadas están
bien definidas.

2. Demuestra que TpRn con las operaciones arriba definidas es un espacio
vectorial.

3. Sea γi la curva dada por γi(t) := p + têi. Demuestra que los vectores
[γi] ∈ TpRn forman una base.

Ejercicio 2.2. Define la noción de espacio tangente en p a la esfera unita-
ria Sn ⊆ Rn+1 a partir del conjunto {γ|γ : (−ε, ε)→ Sn, γ(0) = p}. En parti-
cular define la suma de vectores y el producto por un escalar. Finalmente de-
muestra que TpSn se puede identificar canónicamente con el subespacio vectorial
perp(p) := {x ∈ Rn|〈x, p〉 = 0}.

Análogamente, define la noción de espacio tangente a una subvariedad.
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Una referencia útil para estos ejercicios puede ser el caṕıtulo 2 de Introduc-
tion to differential topology de Bröcker y Jänich.

2.2. Grupos de Lie y Algebras de Lie

Ejercicio 2.3. Pensando a SO(n) como subvariedad de Mn×n(R) = Rn2

, cal-
cula el espacio tangente de SO(n).

3. Semana III

4. Semana IV

4.1. Haces vectoriales, campos vectoriales y formas dife-
renciales

Ejercicio 4.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Sea (U, φ)
una carta de M . Denotemos por xi a las coordenadas de la función φ, es decir,
φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)).

Sea γi(t) la curva que pasa por p dada por γi(t) = φ−1(φ(p) + têi) y sea
∂
∂xi

(p) := [γi] ∈ TpM el vector tangente a p determinado por γi

1. Demuestra que { ∂
∂xi

(p)}ni=1 es una base de TpM .

2. Denotemos por {dxi(p)}ni=1 a la base dual de T ∗pM , dual a la base { ∂
∂xi

(p)}ni=1.
Demuestra que d(xi)(p) = dxi(p) es decir, la derivada exterior de la fun-
ción xi es igual al dual de ∂

∂xi
(p).

3. Sea f : M → R una función diferenciable sobre M . Demuestra que
d(f)(p) =

∑n
i=1

∂
∂xi

(p)(f)dxi donde ∂
∂xi

(p)(f) es la derivación asociada

al vector ∂
∂xi

(p) aplicada a la función f .

4. Sean f, g ∈ C∞(M). Demuestra que d(fg) = d(f)g + fd(g).

Ejercicio 4.2. Sean ∂i los campos vectoriales (en el sentido de derivaciones)
dados por

(∂i)p(g) =
∂g

∂xi
(p)

1. Demuestra que ∂i es un campo vectorial diferenciable en Rn.

2. Recuerda que Ψp : TpRn → Dp dado por Ψp([α])(g) = (g ◦ α)′(0) es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Demuestra que Ψp(

∂
∂xi

(p)) = (∂i)p,

donde ∂
∂xi

= [αi] con αi(t) = p+ tei.

3. Sea X un campo vectorial en Rn (esto es, una derivación Xp en p, para
cada p ∈ Rn). Recuerda que demostramos que {(∂i)p}ni=1 es una base de
las derivaciones en p (i.e. Dp), por lo que para cada p ∈ Rn podemos
expresar a Xp en esta base. Aśı, existen números ai(p) ∈ R tales que

Xp =

n∑
i=1

ai(p)(∂i)p
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Estos números, al variar de punto a punto, forman funciones ai : Rn →
R. Demuestra que X es un campo vectorial diferenciable si y sólo si las
funciones {ai}ni=1 son diferenciables.

4. Sea X un campo vectorial en la variedad M . Demuestra que X es diferen-
ciable si y sólo si para todo p ∈ M existe carta (U,ϕU ) alrededor de p tal
que DϕU (X) es un campo diferenciable en ϕU (U) ⊂ Rn en el sentido del
inciso anterior.
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