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Sea (M, g) una variedad riemanniana y ∇ la conección de Levi-Civita.

Ejercicio 0.1. 1. Sea γ una curva en M parametrizada con velocidad uni-
taria, es decir, |γ̇(t)| = 1 para todo t. Demuestra que Dtγ̇(t) es ortogonal
a γ̇(t) para todo t.

2. Si Γ es una variación propia de γ tal que para todo s, Γs es una repara-
metrización de γ, muestra que la primera variación de L(Γs) se anula.

Ejercicio 0.2. Sea p ∈ M y sean U ⊆ TpM y V ⊆ M dos abiertos tales que
expp : U → V es un difeomorfismo.

1. Demuestra que existe una isometŕıa lineal ψ : Rn → TpM de Rn con el
producto usual a TpM con el producto dado por gp.

Sea normp : V → Rn la carta coordenada dada por ψ−1 ◦ exp−1
p .

2. Demuestra que en esta carta, las componentes de la métrica evaluados en
p son la delta de Kronecker, es decir, gij(p) = δij.

3. Demuestra que para cualquier vector ~v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn, la curva
γ(t) := t~v = (tv1, tv2, . . . , tvn) que está definida en un intervalo (−ε, ε), es
la expresión en coordenadas de la geodésica que parte de p con velocidad
ψ(~v).

4. Sean Γk
ij los śımbolos de Christoffel de ∇ con respecto a la carta normp.

Demuestra que Γk
ij(p) = 0 para cualesquiera tres ı́ndices i, j, k.

5. Demuestra que
∂gij
∂xk

(p) = 0 para cualesquiera tres ı́ndices i, j, k.
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