Geometria Riemanniana I Santiago Martinez
Primer exdmen parcial Roman Contreras 4 de Septiembre de 2017

Contesta las preguntas en las hojas blancas que se te daran. Indica claramente el niimero de problema e
inciso. No es necesario que copies la pregunta.
El total de puntos es 33. Si no entregaste el proyecto, se calificara sobre un total de 20 puntos. De lo
contrario se calificard sobre un total de 10 puntos.

1. (7 Puntos) Sea f:R — R la funcién f(z) = |z|.

(a) (2 Puntos) Demuestra que la gréafica de f, Gy = {(x,|z|) | € R}, no es una subvariedad encajada
de R2.

(b) (2 Puntos) Demuestra que G es la imagen de una funcién diferenciable g : R — R2.

(c) (2 Puntos) Demuestra que existe una estructura diferenciable en R? tal que G es una subvariedad
encajada de R2.

(d) (1 Punto) Demuestra que R? con la estructura diferenciable del inciso (c) es difeomorfo a R? con
la estructura diferenciable canénica.
2. (7 Puntos) Sean M y N variedades diferenciables de la misma dimensién, compactas y conexas.

(a) (3 Puntos) Si f: M — N es una funcién regular, diferenciable e inyectiva demuestra que f es un
difeomorfismo.

(b) (2 Puntos) Demuestra que si f : M — N es diferenciable y regular en p € M entonces la preimagen

_ . L . . _ k
f7Y(f(p)) es finita y ademds existe un abierto U C N, vecindad de f(p), tal que f~*(U) = U;_, Vi
es una unién ajena de abiertos V; C M tales que f|y, : V; = U es un difeomorfismo.

(c) (2 Puntos) Demuestra que si f es regular en todo punto entonces la cardinalidad de f=1(f(p)) es
constante.

3. (2 Puntos) Demuestra que (0,1) es difeomorfo a R.

4. (10 Puntos) Recuerda que si N y M son dos variedades diferenciables entonces es posible definir un
atlas en M x N de la siguiente manera

Anxn = {U xV,otf x o0) | (U, o)) € Ay (V, 7)) € An}

donde @7 y <7 son los atlas de M y N respectivamente. Para toda funcién diferenciable f : M xN — X
(X es cualquier variedad) y para cualquier punto (p, q¢) € M x N se pueden definir funciones fé‘/[ M — X

y [y« N = X dadas por fM(p') = f(¥/.q) vy [} (d) = f(p,¢).
(a) (3 Puntos) Demuestra que f} y fV son funciones diferenciables.

(b) (3 Puntos) Sean mpy : M x N — M y iy : M x N — N las proyecciones canénicas, es decir
las funciones definidas por 7y (p,q) = p v 7n(p,q) = ¢. Dichas proyecciones son diferenciables
(puedes suponer esto aunque no lo hayas demostrado). Para cada (p,q) € M x N las diferenciales
(DWM)(P#]) : T(p7q) (M X N) — TpM y (DT"N)(p,q) : T(p’q) (M X N) — TqN se combinan en un mapeo
\I/(pﬂ) : T(p7q) (M X N) — TpM X TqN dado por

U p,q) (w) = ((D7ar) (p,g) (W) (DTN ) (p,0) (w))

Demuestra que ¥, ;) es un isomorfismo lineal.

(¢) (4 Puntos) Demuestra quesi f : M x N — X es cualquier funcién diferenciable entonces para todo
w € TpgyM x N con ¥, o (w) = (v1,v2) se tiene que

D fp.q(w) = (Df)")p(01) + (DY )g(v2)
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El siguiente diagrama puede ayudarles a interpretar el ejercicio anterior.

v
T(pq)(M x N) 20 T,M x T,N
Dm /@M)p'i‘(Df;],v)q
T X

5. (7 Puntos) Sea RP" := {L C R™* L es un subespacio lineal de dimensién 1}, llamado el espacio proyec-
tivo n-dimensional. Nota que cualquier vector no nulo = (z1,- -+ ,Zn+1) define un punto en RP" de-
notado por [z1 : -+ : Tpy1] = {A\x | A € R}. La primer parte de este problema es definir una estructura
de variedad para RP".

(a) (1 Punto) Sea

U, = {[xl Dot xpg) ERPY (21,0, 2ng1) € R es tal que z; # O}

+1 n
Demuestra que | J!, U; = RP".
(b) (1 Punto) Para cadai=1,--- ,n+ 1 define ¢; : U; — R™ por

X Ti—1 Li+1 x
(pl([xl '...'xn_"l}): (7... ) : ) ‘ ’... 7n>
X; X x; €
Demuestra que ¢; estd bien definida, es decir que si (z1, - ,Zp+1) ¥ (Y1, , Ynt1) son tales que
[1: i xp1] = [Y1 1 ¢ Yna1] entonces @;([x1 2 -+ xpt1]) = @i([yr 2+ ¢ Yns1]). Demuestra

también que las funciones ¢; son biyecciones.

(¢) (1 Punto) Encuentra los dominios de las funciones ¢; o (pj_l y demuestra que dichas funciones son
diferenciables.

(d) (2 Puntos) A= {(U;, i)}~ es un atlas de RP" y por lo tanto RP" es una variedad diferenciable.
Sea o : R — R™*! una curva diferenciable que no pasa por el cero. Define 3 : R — RP" como

Bt) =lai(t) : - anta1(t)]

Demuestra que § es diferenciable y calcula el vector tangente 5'(¢) en términos de las cartas de A.

(e) (2 Puntos) Define f : RP?* — RP° la funcién dada por
fz:y:2]) =[2%:y?: 2% 1yz :z2: ay)

Muestra que f estd bien definida, es diferenciable y que es una inmersion.

Fin del exdmen
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