Geometria Riemanniana I Santiago Martinez
Tercer examen parcial Roman Contreras 27 de noviembre de 2017

e Contesta las preguntas en las hojas blancas que se te daran. Indica claramente el nimero de problema
e inciso. No es necesario que copies la pregunta.
e El total de puntos es 15. El examen se calificard sobre 10 puntos.

1. (5 puntos) Sea M =R" y g = da? + dx3 + ...+ dx?. Sea V la conexién de Levi-Civita compatible con
g.
(a) (1 punto) Sean X y Y dos campos vectoriales sobre R", calcula VxY.
(b) (1 punto) Sea v : [a,b] — R™ una curva lisa que conecta los puntos v(a) = p y v(b) = ¢q. Sea
v € T,R™. Encuentra un campo V(t) € X(v) que sea paralelo y tal que V(a) = v.
(c) (1 punto) Sea p € R™ y v € T,R™ un vector tangente. Encuentra la geodésica que pasa por p con
velocidad v.

(d) (2 puntos) Calcula la aplicacién exponencial exp : TR"™ — R™ y demuestra que estd definida glob-
almente.

2. (10 puntos) Recordemos algunos hechos sobre subvariedades. Sea (M, §) una variedad riemanniana. Sea
(M, g) otra variedad riemanniana y ¢ : M — M un encaje tal que i *(g) = g. Dicho de otro modo, M es
una subvariedad encajada de M y g es la métrica inducida en M por la métrica g. Sea V la conexién
de Levi-Civita de (M g). En cada punto p € M, el espacio tangente T, M se descompone en una suma
directa ortogonal TpM =T,M & N, donde N, = (T,M )1 es el complemento ortogonal de T,M con
respecto a g. Sea 7rT 1T, M — T,M la proyeccién en el subespacio 1), M.

Sean X y Y dos campos vectoriales en M que se pueden extender (al menos localmente) a campos X
y Y en M Sea VxY|, = (V Y|p) El operador V es una conexiéon que es simétrica y compatible
con g por lo que de hecho es la conexién de Levi-Civita de (M, g). Dicho de otro modo, una manera de
calcular VxY donde V es la conexién de Levi-Civita de (M, g) es extender los campos X y Y a campos
en M, calcular VxY y proyectar el vector resultante a T,M.

(a) (2 puntos) Sea v una curva en M y V(¢t) € X(), demuestra que D,V (t) = ﬂz(t)(DtV). Donde D,
es la derivada covariante a lo largo de v en M y D, es la derivada covariante en M.

(b) (2 puntos) Demuestra que ~y es una geodésica de M si y sélo si D;(t) es ortogonal a T, M para
todo t.
Sea M =R", §j = dz?+...+dx%2 y M =S""!. Sea g la métrica inducida en S*~! bajo la inclusién.
c) (2 puntos) Sea p € S*! y v € T,S"~1. Calcula la geodésica de S"~! que parte de p con velocidad
p
.

(d) (4 puntos) Sea exp,, : T,S"~ L — S*~! la aplicacién exponencial. Demuestra que exp,, estd definida
en todo T,S™~ 1 Encuentra una férmula explicita para exp,(v) ; Es exp, inyectiva?

Fin del examen
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