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1 Calculo

Tomemos un momento para recordar algunos de los contenidos de célculo.
Sea U un abierto de R™.

Definicion 1.1. Una funcion f: U C R™ — R™ es diferenciable en p € U si
existe una transformacion lineal T : R™ — R™ tal que la transformacion afin
A:R™ —» R™ dada por A(q) = f(p) +T(q —p) es una buena aprozimacion a f

en p. Esto es

o 170+ 1) = Ap+ )|

h—0 17l

=0 1)

Si existe tal transformacion es inica, por lo que podemos denotarla por D f,.
Decimos que f es diferenciable, si es diferenciable en p para todo p € U.

Esta transformacién lineal provee la informacién de como la funcién trans-
forma direcciones en el siguiente sentido:

Sea a : I — R™ una trayectoria diferenciable con «(0) = p. La trayectoria
tiene un direccién infinitesimal en p dada por el vector v = o/(0). Al transformar
el espacio con f, la trayectoria se convierte en una nueva curva § = foa : I —
R™. Esta nueva curva tiene una direccién infinitesimal en f(p) dada por 8'(0).

Proposicion 1.1. Si f : U C R™ — R™ es diferenciable enp e U ya: [ — R™
es una curva diferenciable con «(0) = p entonces la curva 8 = f o« tiene como
vector tangente en 0 a

B'(0) = Dfp(a’(0))
Proof. Es una consecuencia de la regla de la cadena. O

De este modo es mas claro el enunciado del teorema de la regla de la cadena,
puesto que una curva « es deformada por una composicién f o g en pasos,
cargando la direccién infinitesimal de « primero a través de la deformacién de
g v después la de f.

Teorema 1.2 (Regla de la cadena). Sea f : U CR®” - R™ yg:V C R™ — RY.
Si f es diferenciable en p € U y g es diferenciable en f(p) € V, entonces (go f)
es diferenciable en p y

D(go f)p = Dgsp)© Dfy



La definicién de derivada de una funcién multidimensional no deja en claro
el método para calcularla. Sin embargo, en el caso en que la funcién f tenga
derivadas parciales y sus derivadas parciales sean continuas, es decir que la
funcién sea tipo C!, entonces es facil calcular la diferencial de f en p. Simple-
mente esta dada por

of1 df1
o) - gt (p)
? p Bn.p :8(f177fm)

B, ) (p) (2)

Df, = : " :
L) - S2()

La interepretacion que hemos dado a la diferencial, como la representacion
del modo en que la funcién f transforma las direcciones infinitesimales, ayuda a
visualizar geométricamente ciertas situaciones. Por ejemplo, si || D f,(v)|| > ||v||
esto indica que la funcién estira el espacio en la direcciéon de v, o bien que si «
es una curva con direccién infinitesimal v en p, entonces f estira a « al menos
cerca de p. También parece sugerir que si Df,(v) = 0, entonces f colapsa a
un solo punto curvas que tienen a v como direccién infinitesimal en p. Aunque
en cierto modo el enunciado anterior es correcto a escalas infinitesimales, no
resulta cierto como lo demuestra cualquier curva no constante con tangente
cero en algin punto.

Sin embargo, ofrece un poco de justificacién e intuicién para el siguiente
importante teorema

Teorema 1.3 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : U C R™ — R™ una
funcién de tipo C*, con U abierto. Si p es tal que Df, : R® — R™ es un
isomorfismo lineal, entonces f es localmente invertible en p. FEsto es: existe

-1
una vecindad p € V. C U abierta tal que f v es biyectiva y f v es de tipo C1.

La demostracién se puede ver en [3, 2].

Otra manera de enunciar el teorema de la funcién inversa es que si la difer-
encial es invertible en p entonces f es invertible cerca a p. Esto es, la diferencial,
como aproximacion lineal, es tan buena cerca a p que le “hereda” la propiedad
de ser invertible.

En términos précticos, la condicién de ser un isomorfismo se puede traducir
en cualquiera de las siguientes condiciones:

1. Df, es inyectiva.
2. El ntcleo de Df, es trivial.
3. Det(Df,) # 0.

4. Los gradientes V f1(p), -,V fn(p) son linealmente independientes.

2 Coordenadas locales y representaciones locales
de funciones
Desde el punto de vista de la topologia diferencial, cualesquiera dos sistemas

coordenados son equivalentes, y para analizar el comportamiento de una funcién
se permite elegir arbitrariamente un sistema coordenado.



Definicion 2.1. Sea f : M — N una funcidn diferenciable. Si (U,py) y
(V,ev) son cartas de M y N respectivamente tales que p € U y f(p) € V
entonces la funcion f : py(UN f71V) CR™ — oy (V N f(U)) C R™

f=¢vofopy
es llamada una representacion coordenada de f cerca de p.

Esta idea la podemos aplicar a las funciones f : R® — R™, puesto que R"
y R™ son variedades. Y dado que toda variedad es localmente equivalente a
R™ basta con estudiar este caso. Asi la pregunta se convierte en la siguiente:
[ Qué coordenadas son utiles para analizar una funcién diferenciable? ;Cuantos
comportamientos distintos puede tener una funcién diferenciable si se permiten
cambios de coordenadas?

El teorema de la funcién inversa ofrece la respuesta en el caso en el cual la
diferencial es invertible.

Proposicion 2.1. Si f : U CR" - R" es C! y en p € U la diferencial Df,
es invertible, entonces existe una representacion coordenada de f cerca de p tal
que

fla)==

Proof. Demostrar que existe semejante representacion coordenada exige encon-
trar las cartas para las que se da dicha representacion.

Por el teorema de la funcién inversa existe V' C U abierto tal que f|y es
invertible con inversa C!. Para simplificar la notacién llamemos g = f|y. Note-
mos que g : V — f(V) es una parametrizacién o bien g~ : f(V) — V es una
carta. También (V, Id) es un carta, donde Id es la funcién identidad (Id(z) = x).
Con estas dos cartas, (V,Id) y (f(V),g~!), se obtiene una representacién coor-
denada de f dada por

f=gtofold = (fly) " of=1d
y luego f(x) = . O

El teorema anterior nos dice que todo par de funciones con diferenciales
invertibles son localmente equivalente (al menos bajo cambio de coordenadas).
La situacién cuando la diferencial no es invertible es mucho més interesante
y complicada. Los puntos donde la funcién tiene diferencial no invertible, y
de modo maés general no tiene rango maximo, son llamados singularidades o
puntos singulares. El estudio y la clasificacion de dichas singularidades forman
una rama amplia y fértil a la cual no entraremos en detalle. Para el interesado
le sugerimos el libro [1].

Definicion 2.2. Sea f: U C R® — R™ una funcién de tipo C*. Decimos que
p es un punto regular si D f, tiene rango mdzimo.

Lo que hemos probado hasta ahora es que si p es un punto regular de una
funcién f : R® — R™ con n = m entonces tiene una representacién sencilla.
Pero jqué ocurre en los otros casos, cuando las dimensiones son distintas?

3 )

Podemos inspirarnos un poco en el teorema de la funcién inversa y suponer
que la diferencial D f, es un buen sustituto de la funcién f cerca a p. Dado que
Df, : R" — R™ es una transformacion lineal de rango maximo esto quiere decir

P
que



1. Si n > m entonces Df, es suprayectiva y existen bases {e1,- - ,e,} y
{li,--+ ,l;m} de R™ y R™ respectivamente, tales que

Df,(e;) = B
foles) {0 i>m
2. Sin < mentonces D f, es inyectiva y existen bases {e1,--- ,en} y {l1, - ,ln}
de R™ y R™, tales que
Dfp(ei) =1

Un cambio de bases es también un cambio de coordenadas de tipo lineal.

Teorema 2.2 (Teorema de la inmersién). Sea f : U C R™ — R™, U abierto,
una funcién de tipo C' conmn < m. Sip € U es un punto reqular de f, es
decir Df, es de rango mdzimo (inyectiva), entonces existe una representacion
coordenada de f cerca de p tal que

f(xla"' 73,'”):(.'1,'1,"' ,S(fn,O,"' 70)

Proof. De nuevo debemos de encontrar cartas cerca de p y f(p) para las cuales
f tiene la representacién mencionada.
En primer lugar D f, tiene rango méximo, o equivalentemente la matriz

9, 0,
g - g p)
Dfy, = .

fm fm

Gz - =)
tiene rango méximo. Esto implica que hay un subconjunto de indices {iy,- - ,i,} C
{1,---,m} tales que la matriz cuadrada

a(f’ha"' 7fin) (3)

8(171, e 7JL'n)

tiene determinante no nulo.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que i; = j (es decir f;, =
fis-+, fi, = fn). De no ser asi, podemos modificar a f con una tranformacién
lineal invertible adecuada L en la funcién g = L o f que si satisface que i; = j,
y ademas se puede probar que si el teorema es cierto para g entonces es cierto
para f [Ejercicio: Encontrar L y justificar la ltima afirmacién].

Ahora consideremos la siguiente funcién h : U x R™~"™ — R™ dada por

Wz, y) = f(x) +(0,9)
Notemos que esta funcién satisface que h(z,0) = f(z) y ademds
O(f1, 5 fn)
Dheyoy = | atfrirehy >p) ’
o7\ 14,

Esta matriz tiene como determinante Det(Dh, ) = Det (H(p))

[Ejercicio] el cual es no nulo por (3). Esto es, la funcién h es regular en el punto



p por lo que existe una vecindad W de (p,0) tal que h es un difeomorfismo en
wW.

La funcién transforma un pequeno abierto de R™, que contiene (p,0) a una
vecindad de h(p,0) = f(p). Luego podemos usar (h(W),h~!) como una carta
alrededor de f(p). Esta carta alrededor de la imagen, junto con la carta trivial
(U, Id) alrededor de p dan lugar a la representacién coordenada f =h"lofold.
Sea z € U suficientemente cercano a p [Exercicio: jQué tanto es suficiente?] y
notemos que h(x,0) = f(x) por lo que f = h='(f(z)) = (x,0). O

Y para el caso de n > m:

Teorema 2.3 (Teorema de la sumersién). Sea f: U C R™ — R™, U abierto,
una funcién de tipo C' con m < n. Sip € U es un punto reqular de f, es decir
Df, es de rango mdzimo (suprayectiva), entonces existe una representacion
coordenada de f cerca de p tal que

f(mh... 71-”):(3317... ,l’m)

Proof. En este caso el hecho de que la matriz

fr, s fm)
a(‘rlv e wrn)
tenga rango maximo implica que existe un subconjunto de indices {i1, -+ ,im} C
{1,--- ,n} tales que
a(fla"' 7fm) )
Det | ——F——~ 0 4
(a(xim"'azim) # ( )
De nuevo, podemos suponer sin perdida de generalidad que i, =1, , i, =

m [Ejercicio: En este caso hay que encontrar L tal que g = f o L tiene las
propiedades deseadas, y verificar que si el teorema es valido para g entonces lo
es para f]. Podemos también asumir que p = 0 [Ejercicio: ;Por qué?].

Sea h: R™ x R"™™ N U — R™ x R™™" la funciéon dada por

h(xvy) = (f(x,y),y) = (f(x,y),O) + (Ovy)

Notemos que h(0) = (f(0),0) y que la diferecial de h en 0 estd dada por

O(f1, 1 fm) A(f1, - fm)
Dho = (a(x177xrn)(0) 6(1'7n1+17"'7171)(0)>

0 Idpy,—p

que tiene determinante Det (Dhg) = Det (M) # 0.

Por el teorema de la funcién inversa existe una vecindad W C U tal que
0 € Wy h es un difeomorfismo en W. Podemos usar (W, h) como una carta
alrededor de 0 y la carta trivial alrededor de f(0) para obtener una repre-
sentacién coordenada de f dada por

f=1Idofoh™!
Si (x,y) € h(W) entonces quiere decir que (z,y) = (f(z,v),y) para algin
gz,y) € W. Luego x = f(2,9) vy (2,y) = h™'(x,y), de donde se sigue que
(z,y) = foh ™ (z,y) == O



Ejercicio 2.1. Demuestra el teorema de la funcion implicita usando el teorema
de la sumersion: Sea f : U C R™ x R™ — R™ una funcion de tipo C*. Si

p € U es tal que Det (H) # 0 y f(p) = 0 entonces existe una funcién
g:V CR™ = R” de tipo C', con V abierto, tal que

flg(x),2) =0 ()
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