Particiones de la unidad

Santiago Martinez y Roman Contreras

*

Las particiones de la unidad son una herramienta fundamental en diversas
areas del analisis y la geometria. Su importancia radica en que su uso permite
construir objetos “globales” a partir de objetos “locales”, o demostrar la validez
de una propiedad “globalmente” a partir de su validez “local”. Aunque lo dicho
hasta ahora ha sido bastante ambiguo, el uso repetido de las particiones de la
unidad proverd la intuicién y justificacién suficiente para entender lo que se
quiso decir con el enunciado pasado. Dado que las propiedades y los objetos
que nos preocupan son diferenciables, buscamos que la construccion del objeto
“global” también sea diferenciable.

Dado que no hemos encontrado una manera satisfactoria de motivar las
particiones de la unidad (sin ser demasiado circulares) entraremos en materia
sin preludios.

1 Funciones caracteristicas suaves

Sea [a,b] C R un intevalo. La funcién caracteristica x = x[4,5 sufre un cambio
subito en la frontera de [a, b] por lo que x no es una funcién continua (y mucho
menos diferenciable). En esta seccién construiremos una familia de funciones
fe : R — R infinitamente diferenciables que satisfagan algo parecido a x, a saber
fe(z) =1six € [a,b] y fe(x) = 0si d(z,[a,b]) > €, con la propiedad extra de
ser nunca negativa, i.e. f-(y) > 0 para todo y € R. Noétese que la condicién
d(zx, [a,b]) es equivalente a > b+¢c 0 x < a—e. La figura 1 esboza las funciones

-

Figure 1: Pseudo-funciones caracteristicas suaves.

Para esto consideremos la siguiente funcién

Ponemos aqui su gréfica:



H—

Figure 2: Grafica de F.

Notemos un par de cosas: En primer lugar si £ — oo entonces 2 — oo y

por lo tanto -3 — 0. Luego el/* 51 y finalmente
AP P =1

Por otro lado cuando  — 0T entonces w% — oo y por lo tanto
Es decir

(1/12) — 0.

lim F(z)=0

z—0t

y por lo tanto F' es continua.
Proposicion 1.1. La funcion F' es de clase C*°.

Dado que la demostracién es de naturaleza técnica la dejamos para un
apéndice (4).

La funcién F satisface tres propiedades: F es C*°, F(z) = 0 si y solo si
x < 0y F(x) > 0 para toda z € R. Para lo que sigue podemos utilizar
cualquier funcién F que satisfaga estas condiciones, bastenos con saber que
existe al menos una.

Definamos G : R — R como G(z) = F(z)F(1 — z). Esta funcién es C> y
satisface que G(z) = 0 si y solo siz ¢ (0,1) y que G(x) > 0 para toda = € R.
I ¢
I G(m)

Finalmente sea H(x) =

Proposicion 1.2. H es una funcion C™ tal que
1. H(z) =0 para z < 0.
2. H(z) =1 para x > 1.
3. H(z) >0 para toda x € R.

La grdfica de H se muestra en 3.

Prueba H es C™ ya que H = Gy G es C°°. Sea z < 0. Noétese que G

es 0 en el intervalo [z,0] y por lo tanto H(z) = [ G/ fo =0. Siz>1
entonces G es 0 en el intervalo [1,x]. Consecuentemente f1 = 0 y luego

= Jray/ fol =(f, G+ [@Q) fol =1. Paraz € (0,1), G(z) >0y
porlotantofOG>OyH fOG/fOG>O O

Con estas funciones construiremos el objeto deseado.

Proposicion 1.3. Sean a < b€ R ye > 0. Eriste g = gfa b R — R funcion
C™ tal que g(x) > 0 para todo x € R, g(x) =1 si x € [a,b] y g(xz) = 0 si
d(z,[a,b]) > €



Figure 3: La funcién H

Prueba Sean a < by ¢ > 0. Consideremos las funciones

BE(H) = H (“@6—5))

€
b —t
Nétese que h(t) = 0 si @ <0, es decir t < a—eyquehi(t) =1si

@ > 1, es decir t > a. Andlogamente hf(t) = 0 para z € [b+¢,00) ¥y
hi(t) =1 para x € (00,b]. Ademds hZ, hf son no negativas y C*.

Definimos gf, (t) = h5(t)hi(t). El lector puede revisar que 9fap) satisface
las propiedades deseadas. O

Las funciones g[ea p] Son aproximaciones suaves (C'*) a la funcién carac-
;

teristica de [a, b], sin embargo no es la funcién caracteristica de algin conjunto
ya que toma otros valores aparte de 1y 0 (jpor qué?). Si &j es una sucesién de
nimeros positivos con €, — 0 entonces no es muy dificil demostrar que

Tty = Xia.)
donde la convegencia es puntual.
Ejercicio 1.1. Demuestra esto.
Ahora queremos extender este resultado para rectangulos R C R™.

Definicion 1.1. Sea R = [a1,b1] X ... X [an, b,] C R™ un rectdngulo y e > 0. La
e-vecindad rectdngular de R es el conjunto R® = [a1—¢, by +e]X...x [an—¢&, by+€].

Ejercicio 1.2. Sea R = [a1,b1] X ... X [ap,by] C R™ un rectdngulo y € > 0. Si
x € R®, demuestra que d(z, R) < \/ne.

Definicion 1.2. Si z = (z1,...,2,) € R" usaremos R.(x) para denotar el
rectingulo R.(z) = [x1 — e, 21 + €] X ... X [y, — &, 2, +€].

Proposicion 1.4. Sea R = [a1,b1] X ... X [an,by] C R™ un rectingulo y € > 0.
FEziste una funcion g : R™ — R tal que

1. g% es de clase C.

2. g5(x) > 0 para todo z € R™.
3. gh(x)=1sizeR.

4. g%(x) =0 sid(z,R) > ¢.



Prueba Sea R = [a1,bi] X ... X [an,by] un recténgulo y € > 0. Para cada

i€ {l,.,n} sea h; = g[fbi] : R — R la funcién dada por la proposicién 1.3.
Esto es h; es una funcion tal que:

a: h; es de clase C*°.
b: h;(t) > 0 para todo t € R.
C: hl(t) =1lsiz € [a“bl]

d: hy(t) = 0 si d(t,[a;, b;]) > —=, lo cual es equivalente a t ¢ (a; — o Ui+ %)

Definimos ¢%(x1, ..., zn) = hi(x1)...hy(z,). Dado que g% es una multipli-
cacién de funciones C*° y no negativas entonces g% es C° y no negativa. Si
z = (z1,...,x,) € R entonces z; € [a;,b;] para toda ¢ = 1,...,n y por lo
tanto g% (z) = hi(21)...hn(zn) = 1. Siz = (z1,...,2,) ¢ RV" entonces ex-
iste i € {1,...,n} tal que x; ¢ [a; — bt %] y por lo tanto g% (x1,...,2,) =
hi(z1)...hi(x;)...hn(2n) = 0. Luego g% (x) = 0 para todo « ¢ Rv=*. Sin embargo
si # € RV7 entonces d(z, R) < ¢ (ejercicio 1.2) y por lo tanto para todo z € R™
tal que d(z, R) > ¢ se tiene que g5(x) = 0. O

Como consecuencia tenemos la importante propiedad:

Teorema 1.5. Sea C C R™ un conjunto compacto y U un abierto tal que
C C U. Eziste una funcion f : R™ — R de clase C™ tal que 0 < f(z) <1 para
todo x € R™, f(x) =1 para todo x € C' y f(x) =0 para todo x € R™\ 'V donde
V' es un abierto con V compacto yV C U.

Prueba Seax € C. Dado que U es un abierto existe ¢, > 0 tal que R._(x) C U.
Sean R, = R, js(x) y Uy = int(Wy). El conjunto {U,}, . forma una cubierta
abierta de C. Por compacidad de C existen 1, ..., , tales que {Uy,,...,Us, } es
una cubierta de C'. Para cadai=1,...,r sea g; = g?{j_/g como en la proposicién
1.4. Notemos que g; es una funcién C* tal que g;(y) =1 paray € Ry,, gi(y) =0
para y € R"\ R.(z) y g:(y) > 0 para toda y € R"™. Consideremos la funcién
h(z) =3":_, gi(z), noten que h es C*.

Sea V. = (J._,int(Ry;). V es la union finita de conjuntos compactos y
consecuentemente compacto. Dado que Rsmi (x;) C U para todo ¢ = 1,...,n se
tiene que V C U. Si x ¢ V entonces x ¢ Re, (z;) para todai=1,...,r y por lo
tanto h(xz) = 0. '

Por otro lado si « € C entonces x € R,, para algin ¢ € {1,...,r} y por lo

tanto
s

h(z) = g;(x) = gi(@) + D g;(a) = gi(a) =1
j=1 j=Lji
Finalmente sea f = Hoh, donde H es la funcién de la proposicién 1.2. Por ser
composicién de funciones C*°; f es de clase C*°. Siz € R™\V entonces h(z) =0
y por lo tanto f(x) = H(h(z)) = 0. Por otro lado si 2 € C entonces h(z) > 1y
por lo tanto f(z) = H(h(z)) = 1. La primer propiedad es consecuencia de que
Im(H) =[0,1]. O

Dejamos algunos ejercicios relacionados.



Ejercicio 1.3. Sea R C R™ un rectingulo y € una sucesion de nimeros posi-
tivos tales que €, — 0. Demuestra que g;’“ — XR-

Definicion 1.3. Una funcion f: R — R es una funcion analitica o de clase C¥
st es infinitamente diferenciable y ademds para todo x € R existe una vecindad
abierta U de x tal que

(i) ,
f)=>" fl.! (y— )
=0

para toda y € U. Esto es f coincide con su serie de Taylor en una vecindad de
x.

Ejercicio 1.4. Sea f: R — R wuna funcion analitica. Demuestra que si existe
U C R abierto tal que f(z) = 0 para toda x € U entonces f(x) = 0 para toda
x € R. Concluye que no existe una funcion C¥ que satisfaga las propiedades de
la proposicion 1.5.

Ejercicio 1.5. Sean x € R y e una sucesion de numeros positivos tales que
er. — 0. Las funciones g¥ = g[i’jz] solo valen 1 en x y valen 0 fuera de (x —

€1, T +€x). Sean ¥ : R — R las funciones definidas por

k(p) — g’,j(x)
2(T) = g

Demuestra que

1. {ap’;}keN es una sucesion de funciones C™ tales que fix;c ok =1yh(z) =
0 para toda x ¢ Be(x).
2. Sea g : R — R una funcion continua. Demuestra que
oo

lim ©rg = g(z)

k—oo J_

3. Sea o = @f. Demuestra que ¢ (y) = or(y — x).

4. Definase gi(x) = ffooo er(y — x)g(y)dy. Demuestra que gy es C™ y que
limg—00 g — g (puntualmente). Concluye que toda funcidn continua se
puede aproximar con funciones C.

Ejercicio 1.6. Generaliza el ejercicio anterior a R™.

2 Cubiertas y refinamientos

Recordemos que una cubierta C de un subconjunto A C R™ es una coleccién de
conjuntos abiertos C C P(R"™) tales que (J;co U D A.

Definicion 2.1. Sea A C R" y C una cubierta de A. Una cubierta C' de A es
un refinamiento de C, si para todo V € C' existe U € C tal que V C U. En tal
caso escribimos C' C C y decimos también que C' refina a C.



Definicion 2.2. Sea C una cubierta de A. Se dice que C es una cubierta local-
mente finita de A si para todo x € A existe una vecindad abierta x € V, tal que
el conjunto

{UecCV,nU # 0}

es finito.

Damos un par de ejemplos:

Ejemplo Sea C = {(—n,n)}, - Siz € Ry N € Nes tal que N > |z| entonces
z € (—=N,N). Luego para todo n > |z| se tiene que * € (—n,n). Por lo
tanto C no es una cubierta localmente finita ya que todo punto estd contenido
en una cantidad infinita de elementos de C ;jPuedes encontrar un refinamiento
localmente finito?

Ejemplo Sea C = {(n —1,n+ 1)}, ;. A pesar de no ser una cubierta finita es
localmente finita. Esto ya que si # € R entonces B /() intersecta a lo mas a
tres elementos de C (demuestralo).

El ejemplo anterior es parte de una gran familia de cubiertas localmente
finitas

Ejemplo Sea C una cubierta de A. SiparatodoU € C el conjunto {V € C |V NU # 0}
es finito entonces C es localmente finita.

Ejercicio 2.1. Sea (a,b) C R un intervalo abierto y C una cubierta de (a,b).
Demuestra que C tiene un refinamiento localmente finito. Esto es, existe una
cubierta C' que refina a C y que es localmente finita.

Ejercicio 2.2. Demuestra que si A C R y C es una cubierta de A entonces C
tiene un refinamiento localmente finito.

3 Particiones de la unidad
Definicion 3.1. Sea f: R™ — R. El soporte de f es el conjunto
sop(f) ={z € R™ | f(z) # 0}

Ejercicio 3.1. Sean R C R™ un rectdngulo y e > 0. Si g = g% es la funcion de
la proposicion 1.4 demuestra que sop(g) = R®.

Definicion 3.2. Sea A C R™ y C una cubierta abierta de A. Una particion de la
unidad de A subordinada aC es una coleccion de funciones ® = {pg : V — R}BGB
tales que:

1. V es una vecindad abierta de A.
2. pp es C* para toda B € B.
3. Para todo f € B yx € R" se tiene que 0 < pg(x) < 1.

4. Para todo 8 € B el soporte sop(ypg) es compacto y la coleccion de soportes
C' = {sop(pp) | B € B} es un refinamiento localmente finito de C.



5. Para todo x € A se tiene que

D esla) =1

BEB

Observemos un par de cosas. Si f : R®" = Ry = ¢ sop(f) entonces f(z) =
0. En segundo lugar si ® es una particién de la unidad de A subordinada
a C entonces C' = {sop(¢)|¢ € ®} es un refinamiento localmente finito de C.
Asi si ¢ € A el conjunto @, = {p € D |z € sop(p)} es finito, digamos @, =
{¢1, ..y or}. Luegosi p ¢ O, entonces = ¢ sop(yp) y por lo tanto ¢(x) = 0. Esto

muestra que la suma
.
Yo el@) =) wilx)
PED i=1

es una suma finita, por lo que el inciso 5. tiene sentido.

Ejemplo Sea A = [0,1] y C = {U1,Uz} donde Uy = (-1/2,4/5) y Us =
(1/5,3/2). Supongamos que @1, @3 : R — R forman una particién de la unidad
de [0,1] subordinada a C. Supongamos (sin gran perdida de generalidad) que
sop(e1) = [-1/4,3/4] v sop(p2) = [1/4,5/4]. Notemos que los soportes for-
man una cubierta de A y es un refinamiento (localmente finito) de C puesto
que sop(p1) C Uy y sop(pa) C Us. También observemos que los soportes son
compactos. Ahora solo tenemos que encontrar las funciones ¢ y ¢2. Notemos
que si z € [0,1/4] entonces = ¢ sop(y2) y luego wa(x) = 0, sin embargo se
debe satisfacer que ¢1(x) + p2(x) = 1, por lo que p1(xz) = 1. Andlogamente
si ¢ € [3/4,1] entonces pa(x) = 1. Las condiciones impuesas implican que las
graficas de las funciones se ven como en la figura 4.

Figure 4: Particion de la unidad en el intervalo.

Teorema 3.1. Sea A C R™. Cualquier cubierta abierta de A admite una par-
ticion de la unidad de A subordinada a ella.

Demostraremos este teorema en etapas sucesivas.

3.1 Caso compacto
Sea A un conjunto compacto y C una cubierta abierta de A.

Proposicion 3.2. Existe una particion de la unidad de A subordinada a C.



Prueba Sea z € A. Luego existe U € C tal que z € U. Dado que U es
abierto existe ¢, > 0 suficientemente pequeno tal que R., (z) C U. Definimos
W, = R.,(z). Noten que W, es compacto y que para todo x existe U € C tal
que W, CU.

Por otro lado {int(W,)},c 4 es una cubierta abierta de A ya que x € int(W,)
para toda z € A. Por la compacidad de A podemos extraer una subcubierta
finita C' = {Wy,...,W,.}, donde W; = W,, para algunos z; € X. Notemos
que V = |Ji_, int(W,) es una vecindad abierta de A. Observen también que
Wi=Wy, =Re_, (z;) es compacto.

Para cada i = 1,...,7 sean g; = 9[6»211] (véase proposicion 1.4) y h; = g;
Las funciones h; : V' — R satisfacen las siguientes condiciones:

b

1. h; es C*.

2. hi(z) > 0 para todo z € V.

3. Si x € int(W;) entonces h;(x) # 0.
4. sop(h;) = W; (véase ejercicio 3.1).

Si € V entonces existe i tal que x € int(W;) y por lo tanto h;(x) # 0,
luego Y77, hj(x) # 0. Podemos definir ¢; : V' — R como

R 1C))
SN > Y Ve

j=1

©; definida de esta manera es una funcién C'* con soporte sop(p;) = W;.
Afirmamos que ® = {¢1,...,or} es una particién de la unidad de A sub-
ordinada a C. La coleccién de soportes es {Wi,..,W,} = C’, la cual es un
refinamiento finito, y por lo tanto localmente finito, de C. Sélo falta verificar la
ultima condicion.
Sea x € A. Entonces

- i hilx)
2 eile) = Sy =

En conclusién @ es una particién de la unidad de A subordinada a C. O

Notemos que en este caso la particién de la unidad es una familia finita de
funciones ® = {¢1, ..., ¢, }. De hecho

Proposicion 3.3. Sea C' un conjunto compacto y C una cubierta localmente
finita de C. Si UNC # 0 para todo U € C entonces C es finita.

Prueba Supongamos que existe una cantidad numerable {Uy,...} C C de ele-
mentos distintos de la cubierta tales que C' N U; # ). Sea {x;}, .y una sucesion
de puntos con z; € C' N U;. Dado que C es compacto la sucesién {x;};  tiene
una subsucesién convergente. Podemos suponer sin perdida de generalidad que
x; — x. Por hipdtesis existe V' vecindad abierta de = tal que

es finito. Sin embargo dado que z; — =z, existe N € N tal que para todo
n > N se tiene que x, € U. Pero xz, € U, y luego U, NU # 0. Esto es una
contradiccion. O]



3.2 Caso abierto

Sea A un conjunto abierto y C una cubierta abierta de A. Primero demostraremos
que podemos reducir este caso a uno mas general.
Para k € N definimos Cy, = {z € A|d(z,0A) > +} N By(0) C A.

Ejercicio 3.2. Demuestra que Cy es cerrado y acotado. Concluye que Cj, es
compacto.

Ejercicio 3.3. Demuestra que Cy C int(Cry1) ¥y A = Upen Ck-

Luego el hecho de que C tenga una particién de la unidad de A subordinada
a ella es una consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4. Sean {Cy}, oy subconjuntos compactos de R"™ tales que Cy C
int(Cry1). Si A= UpenCr y C es una cubierta abierta de A entonces ewiste
una particion de la unidad de A subordinada a C.

Prueba Para cada i € N definimos B; = C;\int(C;_1) (donde C_; = 0 y por lo
tanto By = Cp). Dado que B; es un conjunto cerrado menos un abierto, B; es un
subconjunto cerrado de C; y por lo tanto compacto (todo subconjunto cerrado
de un compacto es compacto). También sea V; = int(C;y1) \ Ci—2 (de nuevo
C_5 = ) y noten que V; es una vecindad abierta de B;. Ademds definimos
C; ={UNV;|U €} la cual es es una cubierta abierta de B;. Puesto que si
x € B; C A entonces existe U € C tal que x € U y por lo tanto z € UNV;.

Sea ®; = {cpj :U; — R}jeJ' una particién de la unidad de B; subordinada
a C;. Por la proposicién 3.3 poélemos suponer que J; es un conjunto finito. Por
el teorema 1.5 existe una funcién C°, f; : R™ — R, tal que f;(z) = 1 para todo
x € By fi(r) = 0 para & € R\ W; (donde W; es un abierto con W; C U;).
Luego la multiplicacién f; - goé- es una funcién C'*° que coincide con <p§- en B;
pero que puede extenderse a una funcién ¢} : R® — R definiendo ¢%(x) = 0
para € R™\ U;. En otras palabras, si definimos

bi(@) = {fm)so;-(x) vl
J 0 r € R™ \ U;
entonces ¢ es C. Observen que sop(¢}) C sop(}).

Sea C' = {sop(cpé)}ieNJeJi. Demostraremos que C’ es un refinamiento lo-
calmente finito de C.

Sea i € N, j € J;. Dado que ®; es una particién de la unidad para B;
subordinada a C; existe U’ € C; tal que sop(cp;.) C U’. Por la definicién de C;
existe U € C tal que U' = U NV;. Luego sop(gzb;'») C sop(gpé-) cU cU.

Sea x € A. Existe i € I tal que z € B;. Dado que ®; es una particién de la
unidad para B; se tiene que

> ela) =1

JEJ:

lo cual implica que existe j € J; tal que wz(x) # 0. Dado que gpg- y qﬁ; coinciden
en B; entonces ¢%(x) # 0 y por lo tanto = € sop(¢}). Esto muestra que C" es
un refinamiento de C.

Para ver que C’ es localmente finita notemos que sop(gbj») C sop(goj-) cU'n
Vi C Vi y también que V;NV; =sii # j—1,5,7+ 1. Sea z € A. Entonces



x € By para algun k € N. Vj es una vecindad abierta de x. Sin embargo Vj
intersecta solo a Vi1, Vi y V41 por lo que solo puede intersecta a los elementos
de la forma sop(¢§-) coni=k—1,k k+1. Elegimos las particiones de la unidad
®; finitas, por lo que

{¢ili=k—-1kk+1j€J}

es una coleccién finita. Luego C’ es localmente finita.

Finalmente sea V' = U;cy je s, int(sop(¢})). La funcién o(x) = D ieNjed: e
es una funcién C*° y nunca es cero en V puesto que algun sumando es distinto
de 0. Sea g : V' — R la funcién definida por g(z) = ¢%(x)/o(x). Afirmamos
que ® = {gi|i €N, j € J;} es una particién de la unidad de A subordinada
a C. La demostracion de esta afirmacién depende de las observaciones previas
y de un tdltimo argumento semejante al de la demostracién de la proposicion
anterior (cf. 3.2). Se deja como ejercicio para el lector. O

3.3 Caso general

Sea A cualquier conjunto y C una cubierta abierta de A.
Sea U = |JC. Luego existe una particién de la unidad de U subordinada a
C. Esta es una particién de la unidad de A subordinada a C.

Ejercicio 3.4. Demuestra la ultima afirmacion.

4 Apéndice: Diferenciabilidad de F

Lema 4.1. Sea P cualquier polindmio, entonces

—_h—2
T P(1/h)

=0
h—0t h

Prueba Recordemos que si @) es cualquier polinomio entonces

lim @—

rz—+oo e¥

(quien no lo recuerde utilize L’Hopital suficientes veces). Notemos que cuando
h — 07 se tiene que 1/h — 400 y luego

_h—2
. e P(/h) .. P(1/h)(1/h) .. Px)z
T D N
Para = > 1 se tiene que z2 > z y por lo tanto
P(x)z ’P(m)x
| <
e$ eZL’
Dado que P(z)z = Q(zx) es un polinomio resulta que
p
0< lim ‘ @e| o iy ‘Q(w) ‘ —0
z—+4oo | T z—+4oo | eT

10



Consecuentemente

O

Si f es n veces diferenciable entonces (™) denota la n-ésima derivada de f,
o equivalentemente f() = fy f(+1) = (f(M)),

Demostracion de la proposiciéon 1.1 Comenzaremos con algo un poco mas
general. Demostraremos que si g es una funcion del tipo

B e "P(1/z) x>0
g(x) = {0 £ <0

con P algin polinomio entonces g es derivable y

g,(x)_{ew Q(1/x) x>0

o z<0

para otro polinomio Q.

Si z < 0 entonces g es localmente constante y por lo tanto g es derivable en
zyg(x)=0.

Si z > 0 entonces g es derivable en x ya que todas las funciones que definen
a g(x) (cuando z > 0) son diferenciables para x > 0. Ademds

2

e -2 -2
g'(x)=(e7" P(1/x)) = (e )P(l/z)+e " (P(1/z))
—e " (20 ) P(1/x) + e P'(1)z) - (—a?)
=™ (21/2)°P(1/z) = (1/2)*P'(1/2)) = Q(1/x)
donde Q es el polinomio Q(r) = 222 P(x) — 22 P'(z).
Recuerden que g es continua en x si y solo si las derivadas derecha ¢'(z™)
e izquierda ¢/(z7) existen y ¢'(z7) = ¢'(x7). La derivada izquierda de g en 0

es facil de calcular ya que g es constante para < 0 y por lo tanto ¢’(07) = 0.
Por otro lado, por el lema 4.1 se tiene que

y luego g es derivable en 0 y ¢’(0) = 0. En resumen g es derivable y

g,(m)_{ew Q(1/z) >0

1o <0
Ahora notemos que F' es de esta forma con P(z) = 1. Esto implica que F

es derivable y que su derivada es una funcién del mismo tipo. Por induccién se
concluye que F es infinitamente diferenciable. O
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