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Resumen

El objetivo de este proyecto es brindar una introducción guiada a la
teoŕıa de Morse. La teoŕıa de Morse estudia el comportamiento genérico de
funciones diferenciables cerca de sus puntos singulares. En gran medida,
el éxito de la teoŕıa de Morse radica en que las funciones de Morse son
suficientemente abundantes como para que sean útiles, y a la vez tienen
un comportamiento suficientemente sencillo como para que sea posible
estudiarlas a detalle.

Una de las aplicaciones más clásicas e importantes de la teoŕıa de Morse
es a la topoloǵıa de variedades: se puede demostrar que toda variedad
compacta admite funciones de Morse, y dichas funciones proveen de una
descomposición de la variedad en ((pedazos)) relativamente sencillos.

Los objetivos particulares de este proyecto son demostrar el lema de
Morse en dimensión 2 y utilizar algunos otros resultados para dar una
demostración del teorema de clasificación de superficies. Esta presentación
está inspirada en el libro [1].

1. Introducción a la teoŕıa de Morse

1.1. Funciones de Morse en Rn

Comenzaremos el estudio de las funciones de Morse en el caso más sencillo,
es decir en el caso de funciones en Rn.

Sea f : Rn → R una función diferenciable y p ∈ Rn un punto cŕıtico de f es
decir, la transformación lineal Dfp : TpRn → Tf(p)R ∼= R es identicamente cero.

Definición 1.1. Decimos que p es un punto cŕıtico no degenerado de la función
f si la matŕız hessiana de f en p es no degenerada, es decir, si la matŕız

Hessp (f) :=


∂2f
∂x2

1
(p) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(p)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(p) · · · ∂2f

∂x2
n

(p)


es invertible.

Ejercicio 1.1. Demuestra que la matŕız hessiana es una matŕız simétrica.

Por el momento, nos interesará concentrarnos en un único punto del dominio
de f . Componiendo con una traslación, podemos asumir que dicho punto es el
origen.
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Ejercicio 1.2. Sea ϕ : U → V un difeomorfismo entre abiertos de Rn y sea
p ∈ U .

Demuestra que

Hessp(f ◦ ϕ) = (Jp(ϕ))t Hessϕ(p)(f)Jp(ϕ)

donde Jp(ϕ) es la matŕız jacobiana de ϕ en p.

1.1.1. Formas bilineales simétricas y la ley de inercia de Sylvester

Recordemos algunos hechos fundamentales de álgebra lineal realtivos a for-
mas bilineales y matrices simétricas.

Definición 1.1. Una forma bilineal B sobre un espacio vectorial V es una
función

B : V × V → R

que es lineal en cada entrada. Si la función B satisface B(v, w) = B(w, v),
diremos que es simétrica. Si además satisface que B(v, ·) = 0 como elemento de
V ∗ implica que v = 0, diremos que es no degenerada.

Sea β = {e1, e2, . . . , en} una base del espacio vectorial V . Con la base β po-
demos obtener una representación matricial de la forma bilineal B de la siguiente
forma: Sea

[B]β :=

 B11 · · · B1n

...
. . .

...
Bn1 · · · Bnn


donde Bij := B(ei, ej).

Ejercicio 1.3. Demuestra que la forma bilineal es simétrica si y solo si su
representación matricial en cualquier base es una matŕız simétrica.

Ejercicio 1.4. Demuestra que la forma bilineal es no degenerada si y solo si
su representación matricial es una matŕız invertible.

Ejercicio 1.5. (Ley de inercia de Sylvester) Sea B una forma bilineal y simétri-
ca sobre V . Demuestra que existe una base β tal que

[B]β =

 In 0 0
0 −Im 0
0 0 0k


donde In es la matŕız identidad de tamaño n y 0k es la matriz cuadrada de
tamaño k cuyas entradas son todas cero. Demuestra además que dicha repre-
sentación es única, es decir, los enteros n, m y k dependen sólo de la forma
bilineal y no de la base β. (Sugerencia: Proceso de Gram-Schmidt)

A los tres enteros que aparecen en el ejercicio anterior se les llama la sig-
natura de la forma bilineal y corresponden a las dimensiones máximas de los
subespacios de V en los que B es positiva definia, negativa definida y degene-
rada, correspondientemente.
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Ejercicio 1.6. Usando el ejercicio anterior, demuestra que bajo un cambio de
coordenadas lineal, la matŕız hessiana de f en el cero se puede llevar a una
matŕız que digonal que tiene unicamente 1, −1 y 0 en la diagonal. Es decir,
existe T automorfismo lineal de Rn tal que f ◦ T tiene matŕız hessiana

Hessp(f) =

 In 0 0
0 −Im 0
0 0 0k


Como corolario del ejercicio anterior, deducimos que bajo un cambio de

coordenadas lineal, la matŕız hessiana de una función en un punto cŕıtico no
degenerado es la matŕız: [

In 0
0 −Im

]
Ejercicio 1.7. Demuestra que si p es un punto cŕıtico no degenerado de la
función f , entonces existe una vecindad de p en la que p es el único punto
cŕıtico. Sugerencia, considera la función

h : Rn −−→ Rn

x 7→
(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
y usa el teorema de la función inversa.

Definición 1.2. Decimos que una función diferenciable f es de Morse si todos
sus puntos cŕıticos son no degenerados.

Ejercicio 1.8. Determina cuáles de las siguientes funciones son de Morse:

1. f(x1, . . . , xn) = ±x21 ± . . .± x2n

2. f(x1, . . . , xn) = ±x31 ± x22 ± . . .± x2n

3. f(x) = x2 + x3

4. f(x) = −x2 + 3x3 − 3x4 + x5

5. f(x, y) = x+ y3

6. f(x) = sen(x)

7. f(x) = sen(x)2

Ejercicio 1.9. Las siguientes funciones son de Morse y tienen un punto cŕıtico
no degenerado en el origen. Para cada una de ellas encuentra un cambio de
coordenadas lineal T tal que la matŕız hessiana de la función f ◦ T en el origen
tenga la forma del ejercicio 1.6:

1. f(x) = 3x2

2. f(x, y) = 3x2 − 5y2

3. f(x1, . . . , xn) = ±a1x21 ± . . .± anx2n con ai > 0.
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El ejercicio anterior nos indica que la signatura de la matŕız hessiana de una
función en un punto cŕıtico es invariante bajo cambios de coordenadas, lo que
nos lleva a pensar que posiblemente exista una definición invariante del hessiano
de la función, es decir, que no dependa del uso de coordenadas. Esto seŕıa útil
pues nos permitiŕıa definir la noción de hessiano de una función definida en una
variedad diferenciable.

Sea M una variedad diferenciable y p ∈ M . Sea f : M → R una función
diferenciable y tal que p es un punto cŕıtico de f . Daremos una definición de
Hessp(f) como una forma bilineal en TpM :

Sean v, w ∈ TpM dos vectores tangentes arbitrarios.

Ejercicio 1.10. Demuestra que existe un abierto U que es vecindad de p y cam-
pos vectoriales ṽ y w̃ definidos sobre U y tal que ṽ|p = v y w̃|p = w. (Sugerencia:
usa una carta coordeanda y los campos ∂

∂xi
)

Usando los campos del ejercicio anterior podemos definir la función ṽ(f)
como el resultado de aplicar la derivación ṽ|q a la función f .

Definimos Hessp f(v, w) := w(ṽ(f)), es decir, la derivada direccional de la
función ṽ(f) en la dirección w. A priori, no es claro que dicha definición no
dependa de la extensión ṽ del vector v.

Ejercicio 1.11. Demuestra que si ṽ1 y ṽ2 son dos extensiones del vector v (es
decir, son campos vectoriales definidos en una vecindad de p y tal que ṽ1|p = v
y ṽ2|p = v) entonces w(ṽ1(f)) = w(ṽ2(f)). Concluye que Hessp(f)(v, w) solo
depende de los vectores v y w. (Sugerencia: demuestra que w(ṽ(f))− v(w̃(f)) =
[v, w](f) y usa esto para demostrar que el hessiano es simétrico)

Ejercicio 1.12. Demuestra que Hessp(f) : TpM × TpM → R es una forma
bilineal en TpM .

Sea ϕ : U → Rn una carta de M con p ∈ U . Sea β := { ∂
∂xi
|p} la base del

espacio tangente a M en p dada por los vectores canónicos asociados a la carta
ϕ, y sea f̃ = f ◦ϕ−1 la representación coordenada de la función f en la carta ϕ.

Ejercicio 1.13. Demuestra que Hessϕ(p)(f̃) = [Hessp(f)]β. Es decir, que la
representación matricial de la forma bilineal Hessp(f) en la base β es la matŕız

hessiana usual de la función f̃ .

Última actualización: 22 de octubre de 2017
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